
Université Côte d’Azur Enseignant: Yassine Laguel

Exercices préliminaires

Exercice 1: Lois de Morgan
Soient A, B et C trois parties d’un ensemble E. Pour X ⊂ E, on note Xc le complémentaire
de X dans E. Démontrer les lois de Morgan suivantes :

1. (A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C)

2. (Ac)c = A

3. (A ∩B)c = Ac ∪Bc

4. (A ∪B)c = Ac ∩Bc

Exercice 2: Image directe et image réciproque
Soient E et F deux ensembles et f : E → F . Démontrer que

1. ∀A ∈ P(E), A ⊂ f−1(f(A)) ;
2. ∀B ∈ P(F ), f(f−1(B)) ⊂ B.
3. A-t-on égalité en général ?

Exercice 3: Ensembles d’images réciproques
Soient E et F deux ensembles et soit f : E → F . Soient également A et B deux parties de
F .

1. Démontrer que A ⊂ B ⇒ f−1(A) ⊂ f−1(B). La réciproque est-elle vraie ?
2. Démontrer que f−1(A ∩B) = f−1(A) ∩ f−1(B).
3. Démontrer que f−1(A ∪B) = f−1(A) ∪ f−1(B).

Exercice 4: Suites d’ensembles — liminf et limsup
Etant donné une suite (An)n∈N d’ensembles, on définit la limite supérieure et la limite

inférieure de la suite (An) par :

limsup
n→∞

An =
⋂
n≥1

⋃
k≥n

Ak, et liminf
n→∞

An =
⋃
n≥1

⋂
k≥n

Ak.

1. Soient A et B deux sous-ensembles d’un ensemble Ω. Soit (Cn)n∈N définie par

Cn =

{
A si n est pair,

B si n est impair.

Montrer que liminfn→∞ Cn = A ∩B et limsupn→∞ Cn = A ∪B.

2. Déterminer les ensembles limsupnAn et liminfnAn dans les cas suivants :
(a) An =]−∞, n] ;
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(b) An =]−∞,−n] ;
(c) A2n = A, A2n+1 = B ;
(d) An =]−∞, (−1)n].

3. Écrire les définitions de limsupAn et liminf An avec les quantificateurs ∀ et ∃.
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