1

. Soit Ay, ..., A, une partition de R. Montrer que A = {{J

. SoitF:yl—>fO+oo 1=

Rappels de probabilités

Calcul Stochastique, M1 IM-MFA

Note : Les questions marqués d’un (x) peuvent se montrer plus difficiles et ne sont pas prioritaires.

Mesure et Intégration

serAi 1 C{l,...,n}} est une tribu. (A est

constituée de toutes les réunions possibles d’ensembles A;.)

. Soit @ = Z. On considére T la tribu engendrée par les ensembles S, = {n,n + 1,n + 2} avec n € Z.

Quels sont les éléments de la tribu 7' 7

. Soient X un ensemble et h : X — R>q une application. Montrer que Papplication u : P(X) — Rsq

définie par pu(A) = > c 4 h(7) est une mesure.

. Soit (X, T) un espace mesuré, et soit f: (X,T) — (R, B(R)) une application mesurable. Soit a > 0 et

fao la fonction définie sur E par

f(x) silf(x)] <a,
falz)=<a si f(zr)>a

—a  sif(r) < -

Démontrer que f, est mesurable.

5. (%) Soit f: R — R une fonction telle que f o f est mesurable. Est-ce que f est mesurable ?
6. Soit f une fonction mesurable positive. Montrer que pour tout a > 0, u({z € E: f(z) > a}) <1 ffd,u

7. Déterminer les limites lorsque n — oo des intégrales suivantes :

w/4 +o00 —a/n +oo Vn
A./ (tant)™ dt B./ dz C/ nsin dz D./ V142 da
0 0 0

1+2 TL2+I’4

—m2, . .
<3 ® dz. Montrer que F est dérivable sur R* et calculer F’ sur cet intervalle.

Espaces L?, Espaces produits

1. Soient f,g € L3(R). Démontrer que f2g est intégrable.

. Soient a,b deux réels avec a < b et soit f € L*([a,b]). Démontrer que

i £, = 1
. Montrer que pour tous z1,...,z, >1,onay ;_; ngﬂk > 7 W;ll__% . (Indication : on établira dans un

premier temps la convexité de s — 1/(1 + €%))

- Caluler I = [, 228 dady,

max(z,y)

. Caleuler J = [, (2 + y)e~@*¥dady where D = {(z,y) e R4,z +y < 1}
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3 Calculs de lois

1. Soit X une variable aléatoire réelle de loi de densité N'(m,o?). Soit U une variable aléatoire réelle de
loi de densité N(0,1).
(a) Montrer que oU +m a méme loi que X.
(b) Calculer E(X) et Var(X).
(c) Calculer la densité de la loi de Y = aX + b pour a et b réels.
(d) Calculer E(Y) et Var(Y).

2. Soit (X,Y’) une variable aléatoire & valeurs dans R? de loi de densité (z,y) — 3 exp (—|z + 2y| — |z — y|).
Calculer la densité de la loi de (X 4 2Y, X —Y), puis les densités des lois de X et Y. (Indication : On
pourra utiliser un changement de variable approprié.)

1 1 N .
FgEea Montrer que 3 a méme loi que Y.

4. Soient X,Y deux variables aléatoires indépendantes de loi A/(0,1). Montrer que X +Y et X — Y sont
indépendantes.

3. Soit Y une variable aléatoire réelle de densité

5. Soient U et V deux variables aléatoires indépendantes, de méme loi U([0;1]) (uniforme sur [0,1]).
Calculer la fonction de répartition de inf(U, V).
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