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QU’EST-CE QUE L’OPTIMISATION ?

Définition [Wikipédia]

L'optimisation est une branche des mathématiques 
cherchant à modéliser, à analyser et à résoudre 
analytiquement ou numériquement les problèmes qui 
consistent à minimiser ou maximiser une fonction sur 
un ensemble.

min
x2C

f(x)
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Fonction objective

Contraintes

Résolution PratiqueModélisation Analyse théorique Implémentation
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APPLICATIONS

Exemple 1: le transport Exemple 2 : le recrutement

On retrouve aussi l’optimisation dans l’ingénierie, la finance, le marketing, la politique, etc… 
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CONTENU DU COURS
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Objectif

Progression prévue

Introduire l’optimisation convexe sous contraintes.

Savoir reconnaître les propriétés de régularité d’un problème

Savoir résoudre analytiquement ou numériquement un problème d’optimisation numérique.

Ce cours est porté essentiellement sur les aspects théoriques. On ne parlera pas en 
particulier des aspects modélisation et implémentation.

Rappels de Calcul 
Différentiel

Rappels sur la 
Convexité

L’algorithme du 
gradient

Zoom sur les 
quadratiques

Introduction à 
l’optimisation sous 

contraintes Dualité Lagrangienne
Théorème des 
extrémas liés

Semaine 1 Semaine 2 Semaine 3 Semaine 4



EVALUATION
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Un examen final le Mercredi 06/12 de 
8h à 10h

Points bonus de participation

L’examen dure 2 heures

Connaître toutes les définitions et 
propriétés du cours avec leur preuves.

Savoir refaire les exercices vus en cours 
et TDs

Interrogation en début de cours ou TDs

Bonus de 0 à 2 points

Porte sur des définitions ou proprietés 
du cours.



Optimizationcourse
Dans ↳e ours, sauf mentioncontraine, I designe un
owerde IR? · Eu dawennen fwie, DfCa) peat se

representer came une matrice:

I-Rappels de calcul-differentiel
· sid=n =1, Df(a) tIR
· Sin=1 Dfc) - & esta recteur.

Definition:[Dfferentielle) on defruitbe gradientDf(a)
Sit f:Ul sR" ef at IRd. On ditque f cone la transpose -de Df(a):

est differentiable as part aalls'il existeune f(ath)=f(a) +Df(a).h +lh))s(h).

applicationlenaire (-LCR9,R2) of R:ARd t IR* tels que
-f(a) +Df(a)Th +1h))(h).

·Pour toutheld tel que
the U.

=f(a) +(Df(a),h)+(h))(h).

(*) f(a+h) =f(a) +((h) +R(n) Le rector Df(a) estconstitutedes

· R(h) =0 (lh))) forsque h tend vers 0 dausE. denities directionelles de feu a:G

C'est adire li IIR(u)II
= 0.

h-o 11k 11
n =0

Remarques: · Si we tells applicationexiste,
elle

"f(a)=Se
est
unique:on l'appella

la differentile de few a
·On note souvent cattleapplication

·Dans le can general, on a:

L =Df(a) ou f(a) ou df(a) on Daf, etc... a
6 notationgaudese dans

a cours Df(a)= :

·On notera que
(*) fet aussi s'eaire ...

f(ath) -f(x) =Df(a)h +o(l)h))=)
· On _ditque fest de classe S' sur um um

=Df(a)h +lh)) a(h)
art of CL1 Si Df:R9 L(IRd, 14)

o S:Rd-IR" sastisfaite(h) ->0. a + Df(a)h - 0

On a das cette reecture "la grauste
estdeface of centive ser .

idee du calal differenhel: Theorem[foudantal de l'analyse]
Sit f.. Rd-IR de Classe E, sur Rd.

betit termeaccrossementcharterbaitcasement + 'correctif Alors
pourteat se, heRd,

de la variable
f(+h) =f(x) +SD/(x+th).(h) dt

calaul differentiel =algebre uiare +magrationde
nommes. Remarques: La preure

de ce theoreme so base arl

Pew plus de lappers voir Chap. 2 du theorie des accrossementsfinis;qui
dezoule

petit guide d'introduction an calcul
da theorie de Rolle.

differential de F. Reuriepe. · Catte formul se generalise ause fonctions

de cause Gk, c'estla formule de

Taylor:



f(x+h) =f(x)+(f(x)(h) +1Dif(x)(h,k) Remarque:Dous le car m=1, on a:

+...

+Df(x) (h, ..,h)
4(gof)(a) =(jacg(f(a)). Jacf(a)-

o (11411) =[+SGR pRg(r+th) Ch, ...,h,h) t
=(Dy(f(a))+Jacf(a))

Rtl fois =Jacf(a)T.Xg(f(a)).
Notors qu'ene integrationpar parties darne

!GTR Rf (r+th) Ch, ...,h,h) t Exercices. Calcular la differentielle de at Icell?

Rtl fois

-(-* (r+th)Ch, ..,h,h)
C Exercice:

+IR+R+2g/r+th)Ch, ..,h, h) e SpientAtM4YYR), bER" et f: Rd- IR
be toIlb- Asell"R2 fois

Ce qui permet de prouder sette formule par
Calcular le gradient de F.

recurrence.

· Daus le can particular b =2, n= 1, on a la Solution:Claw,Ed, or as

f(x+h) =11b- Assth) /l

=1lb - Acell?-2 CG-Ace, h3 + l1AhI2

formule:
-f(x) +d - 2(b- Ax),h3 + lAhll"

e

f(xth) =f(x)+[Pf(x),h3 + > IlhIl2. I11AIII2
=o(lIhIl).

IsD2Caetth) (h, h) dt Airsi, iest differentable en x

-
=htf(o+th) h
-
Hessieure def
eu h.

La matrice associate (DICa)];a satisfact

Ifbe;
C'estune matrice symmetrique.

Proposition:[Differentiation d'une composie]

Scient 21 et V-des auverts respectif de
IRP et IR".

Sientf: L - IRN et
g:
V-IRM tellesque f(u)cV.

Si f et desirable see atlet gest
desirable

end==f(a). Alors gof est desirable en

a et

D(gof)(a) =Dg(f(a)) 0Df(a)
-



# - Notions d'extrema

Preure:Sit Genius, we quite de K telle
que

Definition:[minimum global, unir local]
f(xn)

n =y> if F(k).
SitF:Ute IPof see 1.

Par sampacite de K, an pentextraine (y(n))n.
On dit

que
to est a minum global def penl yearare extractice table que (xysr))ns, o

sur L si:

Xx=Uf(x) =f(x).
-admietune limite xe - K. Alors, par

On ditque se estminemen local s'il existe
continuite de fr

an avertWCI tel que: f(x) =beitf(wy(n)) =i) f(K).
xtX

E FxeW, f(x) =f(a). Proposition:[fonctioncontinue coercive]

Sit f: IR*-IR continue tells que f(x) tes

Remarque::hes notions de maximums locate
of globaue Alors fadmat zu minim global.

so defassent amilairement. Preave:Or note que K
=(x, f(x)f(0)est

To maximum global (rep, local) defI3 E minmm global (resp. Local) de -f.
·non-ride (0-k),
· ferme en tant qu'unage saproque d'un

·Ensemble des
a

Ensemble des ferme par une function continue.

minuum globaux mimumns laaux · dorne, par hypothese de coercivte.

Donc d'apres le theorae precedent,↑
minum

local

f-adentun nunimuen globals Sur K.
minum global.

Par definitionde k, f(x) =f(0) =f(y) jewtaut
· Le einem est ditstrictside peut ye 19k. Don s estzu einen

emplace? Par 2. global def sur R9.

· On va var dans la suite de cette partie
Proposition:

comment relier l'existence d'un uinum

aucc proprites de f.
Soit f: Ure differentiable sur U.

Soit seehe an unine local de U.

Propositen:[Existence d'etrema et comparite] Alors Df(a) =0.

SitKCIRA compact offi K-R continue
Please:

Soitat a fire. Pow tant to tel
que

settete

Alorsfadmet me minum global sark. f(attan) -f(x) =t(Xf(x),u) +tal) S(tr)
I

area (h) ->0.

Ramaque: On en deduitque
le problem win f(x) h+ 0

adestune solutionglobal des
ack Ainsi, peer to asset petit,

fors
que fest continue of K compact. 02

f(x+ te)-f(x) =(4f(x),u) +2(t-r)of(w)



Don, pour
troutestR9, 24f(o),M340.

In particulier, par el = -4f(a), on a :

- 1f(x) (12,0 => (4f(x) =0

Remarques:
·On a:

Eminem globauer [manis Cocans](points critiques]
· In example simple de pointantique qui n'estpas um minimum

local:x toxe3

f(x) =3x2

~ f((0) =0.

Proposition:[miniumlocal et derive seconde]

Sit fUnsIR dense fois desirable en atU.

(i) Sifademet u wirm relatifan a, alors

Da) 0, i.ehtDf(a)hc,0, peurtouthtR"
(ii) Si Df(a) =0 & Dif(a) est definie positive,

Sieghial".There
alors
a estun mine local stricten

20.


